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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de analisar o desempenho de algoritmos usando té
ni
as

experimentais. Esta não é a té
ni
a mais e�
iente para medir 
omplexidade, mas vale a pena


onhe
er antes de outras té
ni
as mais so�sti
adas.

Introdução

Muitas vezes vo
ê vai desejar saber se o algoritmo que vo
ê desenvolveu é e�
iente (ou seja, se

é um jeito bom de resolver o problema) e esta é uma pergunta que tem uma resposta bastante

difí
il. Ela depende do problema que está sendo resolvido, da abordagem usada e de vários outros

fatores. Cuidado, pode in
luir teoria.

Por outro lado, veri�
ar se o seu algoritmo é mais e�
iente do que o algoritmo do vizinho é

relativamente simples e existem té
ni
as des
ompli
adas para fazer isto. Este trabalho mostra uma

destas té
ni
as. Ela fun
iona, mas tem alguns defeitos:

1. Antes de tudo, ela só pode ser usada quando o programa já existe. Ou seja, vo
ê já pensou

no que fazer, já programou, já tirou os bugs do programa e está 
om ele prontinho. Depois

disso tudo, se des
obrir que ele não é bom vai ter que jogar fora todo esse esforço. Isso


laramente é uma notí
ia ruim.
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2. Ela é baseada em exe
utar o programa e obter dados da exe
ução. Isto signi�
a que se vo
ê

es
olher dados de entrada muito �bons�, �ruins� ou vi
iados de alguma forma, vo
ê não terá

resultados realistas.

Os fundamentos

A té
ni
a fundamental para obter a 
omplexidade de algoritmos de maneira experimental é bem

simples. Imagine que o seu algoritmo é pare
ido 
om este aqui de baixo:

int f(n):

se n <= 1 retorna 1;

retorna f(n-1) + f(n-2);
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E se vo
ê está querendo saber se dá pra medir a e�
iên
ia sem programar nada, é possível sim. Té
ni
as mais

avançadas fazem isso.
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Sim, este é o seu velho amigo Fibona

i re
ursivo. Agora que ele está programado, queremos saber


omo ele se 
omporta à medida que o valor de n varia. Podemos adaptar o algoritmo para ser

exe
utado 
om vários valores de n e depois analisar de duas formas diferentes:

1. Medindo tempos

Neste 
aso, podemos medir o tempo de exe
ução para 
ada um dos valores de n e depois

analisar. Para fazer isso pre
isamos 
olo
ar medidas de tempo dentro do programa antes e

depois de 
omeçar nosso algoritmo e medir a diferença entre elas. Este método, 
laro, está

sujeito a �utuações do sistema opera
ional pois ele também tem outras 
oisas pra fazer.

2. Medindo operações

Aqui é diferente: pre
isamos identi�
ar as operações mais �signi�
ativas� do algoritmo e

depois alterar o programa 
olo
ando uma variável para 
ontar essas operações, imprimindo

a quantidade delas no �m da exe
ução.

Para o programa que foi desenvolvido, vamos adi
ionar uma variável 
ont_op que é in
rementada

no iní
io da função e 
om isso saberemos quantas 
hamadas de função serão realizadas. Vamos

usar essa medida de operações fazendo um segundo programa mais ou menos assim:

int f(n):


ont_op++;

se n <= 1 retorna 1;

retorna f(n-1) + f(n-2);

main():

para i de 0 a 30


ont_op = 0;

f(i); // altera 
ont_op

print i, 
ont_op;

Agora é só exe
utar o programa para obter os dados, que ini
iam 
omo a tabela

ao lado está mostrando. Per
eba que não são os números de Fibona

i, mas

são os números de quantas vezes a função é 
hamada.

0 1

1 1

2 3

3 5

4 9

5 15

6 25

7 41

8 67

9 109

Veja na �gura 1 que os números 
res
em depressa e é aí que está o problema: 
res
em 
om

que velo
idade? Como n2
? Como n5

? Como alguma outra função que não 
onhe
emos? Esta

função des
onhe
ida informaria exatamente 
om que velo
idade o algoritmo 
onsome operações e

permitiria prever quantas operações ele pre
isaria 
onsumir para resolver o problema para outros

valores de n.2

Durante a história da informáti
a des
obrimos que as funções típi
as para o gasto de operações

de um algoritmo separam-se em dois grandes grupos:

Funções polinomiais Nestas funções a variável (ou variáveis) representando o tamanho do

problema é usada em um polin�mio, 
omo por exemplo

f(n) = n3 + 4n+ 16.
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Pergunta para o futuro: se soubermos quantas oeprações pre
isa para 
al
ular Fibona

i 
om n = 10 poderíamos

prever quantas operações pre
isamos para n = 80? A resposta é sim e talvez não seja 
omo vo
ê está pensando.

Continue lendo até o �m.
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Figura 1: Plotagem do número de 
hamadas da função f(n).

Per
eba que os expoentes não mudam quando n for alterado. Por outro lado, não há limitação

para os expoentes, e a função

f(n) = n200 + n199 + n198 + · · ·+ n + 1

é um polin�mio perfeitamente válido. Porém, se vo
ê pensar em algoritmos, é sempre bom que o

maior expoente seja tão baixo quanto possível, 
erto?

Funções exponen
iais Nestas funções as variáveis representando o tamanho do problema são

usadas 
omo expoentes, 
omo por exemplo

f(n) = 3 ∗ 2n + 11.

No 
aso dos polin�mios vo
ê tinha uma base que 
res
ia mas agora é o expoente que 
res
e 
ada

vez mais rápido. A 
onsequên
ia é que estas funções 
ostumam 
res
e muito mais depressa do que

as polinomiais, e se o seu algoritmo 
onsumir operações (ou tempo) de uma forma exponen
ial

vo
ê tem um problema sério nas mãos.

Faça um teste 
om a função a
ima para alguns valores de n (digamos n = 2, 3, 4, 5, 6) e per
ebe
que 
om o aumento de 1 unidade a função prati
amente dupli
a de valor. Agora imagine um

algoritmo que faz algo interessante 
om um vetor, mas 
olo
ando um elemento a mais vai levar o

dobro do tempo. Com 15 elementos ele leva umas mil vezes o tempo que pre
isa para apenas 5

elementos e se forem 25 elementos o tempo aumenta um milhão de vezes. É assim.

Des
obrindo a função

A esta altura já sabemos o su�
iente para 
oletar os dados sobre o número de operações e podemos

explorá-los para des
obrir que tipo de função é a �função 
ara
terísti
a� do algoritmo. As funções

mais simples de serem investigadas são as exponen
iais (sim, logo o pior tipo), as que tem a forma

pare
ida 
om

f(n) = a ∗ bn.
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Primeiro a notí
ia ruim que vo
ê já sabia: simplesmente plotar os dados não serve pra nada por

que é impossível olhar para uma 
urva 
omo a da Figura 1 e identi�
ar quem são a e b. Isso

simplesmente não existe. Temos que tentar algo mais sério do que adivinhação.

Felizmente existe uma té
ni
a para isso, que usa o fato de que exponen
iais e logaritmos são

funções inversas uma da outra. A pergunta que leva para uma solução é: �O que a
onte
e se

usarmos o logaritmo da função f(n)?� Fazendo isso, temos

log(f(n)) = log(a ∗ bn) = log(a) + log(bn) = n ∗ log(b) + log(a)

e vo
ê deve 
umprir as tarefas abaixo:

1. Conven
er-se de que está tudo 
erto;

2. Unir as duas pontas para obter

log(f(n)) = n ∗ log(b) + log(a)

3. Per
eber que o lado direito dessa equação representa uma linha reta

log(f(n)) = r ∗ n+ s

onde r = log(b) e s = log(a).

Talvez não pareça muita 
oisa, mas isso é tudo o que pre
isamos saber. Se extrairmos o logaritmo

de nossos números de operações e apare
er uma linha reta, eles 
ertamente vieram de uma função

exponen
ial. Melhor ainda, podemos analisar a reta e des
obrir quem são r e s e 
om eles a
har

a e b. Testando essa ideia, produzimos a Figura 2 
om as operações do algoritmo para Fibona

i.

Per
eba que a es
ala em y é logarítmi
a, e ela realmente mostra uma linha (quase) reta.
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Figura 2: Plotagem do logaritmo do número de 
hamadas.

Para a
har um valor aproximado para r, que é a in
linação da reta, usamos dois valores que

obtivemos 
om nosso algoritmo:

f(2) = 3

f(30) = 2692537
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Neste 
aso usamos os logaritmos de f e temos

r ≈
log(2692537)− log(3)

30− 2
= 0.48954936218 . . .

E 
omo sabemos a relação entre r e b, temos imediatamente

b = er ≈ 1.6315808 . . .

Ou seja, a função f(n) 
res
e mesmo exponen
ialmente e tem uma base b que pode ser 
al
ulada

aproximadamente. E é aproximadamente mesmo, pois outras té
ni
as mais avançadas 
omprovam

que

b =

√
5 + 1

2
≈ 1.618033988 . . .

Para algo que foi feito de maneira experimental, até que não está mau.

O 
aso polinomial

Para fazer um exemplo 
om o 
aso polinomial, vamos analisar outro algoritmo:

int f(n):

lo
al i, j, r;

r = 0;

para i = 0 a n

para j = i+2 a 2*n

r = r + 1;

retorna r;

Vamos 
oletar informações sobre o número de operações feitas pelo algoritmo. Desta vez ini
iamos


om uma boa notí
ia: 
omo a operação mais importante é o in
remento da variável r, o próprio

resultado da 
hamada da função é também a 
ontagem de operações. Vamos usar o próprio

programa para 
oletar os dados:

para i de 0 a 100

print i, f(i);

Agora é só exe
utar o programa para obter os dados, que ini
iam 
omo a tabela

ao lado está mostrando. Fazendo isso e plotando os dados obtemos a Figura 3.

0 0

1 1

2 6

3 14

4 25

5 39

6 56

7 76

8 99

9 125

10 154

Até este ponto já podemos per
eber que o algoritmo também 
onsome operações rapidamente,

mas não temos 
omo saber a velo
idade. Tentando usar a té
ni
a do logaritmo mais uma vez,

temos a Figura 4, que de�nitivamente não representa uma linha reta. Para avançar, pre
isaremos

de mais análise.

Se a função 
ara
terísti
a do algoritmo não é exponen
ial, a próxima possibilidade para ser

examinada é um polin�mio da forma

f(n) = nb
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Figura 3: Plotagem do número de 
hamadas da função.

onde b é um valor �xo e ainda des
onhe
ido. Se tentarmos usar o logaritmo 
omo usamos para as

funções polinomiais, teremos

log(f(n)) = log(nb) = b ∗ log(n)

e isso representa alguma 
urva logarítmi
a que deve ser pare
ida 
om a da Figura 4. Pelo jeito

estamos no 
aminho 
erto e gostaríamos de fazer sumir o log(n) que está na expressão. No 
aso

das exponen
iais queríamos fazer um exp() sumir e usamos log() para isso, então agora podemos

pensar em fazer o 
ontrário! A maneira é 
al
ular f(en) em vez de f(n), pois assim teremos

log(f(en)) = log((en)b) = b ∗ log(en) = n ∗ b ∗ log(e) = n ∗ b ∗ 1 = n ∗ b

e ao �m obteremos outra reta. Nesta reta, o 
oe�
iente angular b dá o expoente usado na função

f(n). Provavelmente vo
ê está perguntando 
omo vai fazer para 
al
ular f(en), mas existe uma

maneira mais simples de obter a mesma informação: se nos grá�
os para as funções exponen
iais

�esprememos� o eixo y 
om um logaritmo, se �zermos isso também 
om o eixo x teremos o mesmo

efeito. O resultado de apli
ar logaritmos aos dois eixos está mostrado na Figura 5.

Para a
har um valor aproximado para b usamos outra vez dois valores que podemos 
al
ular


om nosso algoritmo:

f(1) = 1

f(100) = 15049

Agora usamos os logaritmos de f e também dos valores usados para x e temos

b ≈
log(15049)− log(1)

log(100)− log(1)
= 2.088753821 . . .

Ou seja, isto sugere que a função f(n) 
res
e 
omo uma função de segundo grau:

f(n) ≈ n2.09.

Isto tudo ainda é um resultado experimental e sujeito a algum erro (por exemplo, se �zermos a


omparação entre f(3) e f(100) a
haremos b ≈ 1.99055874 . . . o que reforça a hipótese de que o
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Figura 4: Plotagem do número de 
hamadas da função.

expoente seja 2 ou um valor muito próximo. Outras té
ni
as mais avançadas podem 
omprovar

que o expoente é exatamente 2.

Agora a pergunta �nal: se o programa está 
orreto e a 
ontagem de operações está 
orreta,

não deveríamos ter a
hado um valor 2 exato? Por que não?

O software

O software usado para gerar estes grá�
os foi o gnuplot na plataforma Linux (no Windows, o

Ex
el é uma opção similar). Se armazenarmos os dados em arquivos 
om o mesmo formato usado

neste texto (duas 
olunas, uma 
om n e outra 
om a 
ontagem de operações) em um arquivo


hamado dados.txt podemos plotar fa
ilmente 
om os 
omandos

set grid

set logs
ale y

plot �dados.txt� w lp

Além destes dois 
omandos simples existe uma variedade de 
omandos para gerar �guras em

formatos 
omo pdf e outros, 
omo por exemplo

set term pdf

set output �out.pdf�

plot �dados.txt� w lp

Investigue entrando no gnuplot e usando o 
omando help. E se vo
ê a
har que gnuplot é


ompli
ado e tem muitas opções, vo
ê tem razão.

A missão

Sua missão é entregar um relatório fazendo esta mesma análise para os algoritmos a seguir, a
hando

todos detalhes possíveis sobre eles: implementar, medir o número de operações, obter dados expe-

rimentais, 
onstruir os grá�
os, determinar as funções 
ara
terísti
as. Não esqueça de apresentar
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Figura 5: Plotagem do logaritmo do número de operações.

as suas 
on
lusões. Sua missão é des
obrir o quanto os algoritmos 
ustam, não é des
obrir o que

os algoritmos fazem nem usar notação O() na análise por que ela será vista em sala de aula.

#in
lude <stdlib.h>

int 
ont_op = 0;

// Algoritmo 1

int f( int n ) {

int i, j, k, res = 0;

for( i = 1; i <= n+1; i += 1 )

for( j = 1; j <= i*i; j += i+1 )

for( k = i/2; k <= n+j; k += 2 ) {

res = res + n-1;


ont_op++;

}

return res;

}

#in
lude <stdlib.h>

int 
ont_op = 0;

// Algoritmo 2

int f( int n ) {

int i, j, k, res = 0;

for( i = n/2; i <= n; i += i )

for( j = n+1; j <= 2*i; j += 2 )

for( k = j/2; k <= n*i; k += k/2+1 ) {

res = res + 2*n;


ont_op++;

}

return res;

}
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#in
lude <stdlib.h>

int 
ont_op = 0;

// Algoritmo 3

int f( int n ) {

int i, j, k, res = 0;

for( i = 1; i <= n*n; i += 2 )

for( j = i/2; j <= 2*i; j += i/2+1 )

for( k = j+1; k <= n+j; k += k/2+1 ) {

res = res + abs(j-i);


ont_op++;

}

return res;

}

#in
lude <stdlib.h>

int 
ont_op = 0;

// Algoritmo 4

int f( int n ) {

int i, j, k, res = 0;

for( i = n; i <= n*n; i += i/2+1 )

for( j = n+1; j <= n*n; j += j/2+1 )

for( k = j; k <= 2*j; k += k/2+1 ) {

res = res + 1;


ont_op++;

}

return res;

}

#in
lude <stdlib.h>

int 
ont_op = 0;

// Algoritmo 5

int f( int n ) {

int i, j, k, res = 0;

for( i = 1; i <= n*n; i += 1 )

for( j = 1; j <= i; j += 2 )

for( k = n+1; k <= 2*i; k += i*j ) {

res = res + k+1;


ont_op++;

}

return res;

}

Por que fazemos tudo isso?

Esta é uma pergunta muito justa e se vo
ê ainda não a fez, deveria ter feito. Ainda bem que

estamos aqui para resolver o problema. Estudamos a maneira 
omo os algoritmos �
onsomem�

tempo ou operações por mais de um motivo:
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1. Para poder 
omparar um algoritmo 
om outro, preferindo aqueles que realizam uma tarefa


onsumindo um número menor de operações (ou um número que 
res
e 
om uma velo
idade

menor).

2. Para poder prever quanto tempo um algoritmo vai levar para 
umprir uma tarefa. Aqui está

um exemplo: imagine um algoritmo que 
onsome operações 
om uma velo
idade f(n) = n3.

Neste 
aso, o que a
onte
e quando dermos a ele um problema 
om o dobro do tamanho, ou

seja, 2n? A primeira ideia é prever o número de operações usando a função:

f(2n) = (2n)3 = 23n3 = 8n3,

ou seja, resolver um problema 
om o dobro do tamanho leva 8 vezes mais tempo (ou opera-

ções) do que o tamanho original n. Per
eba que este ra
io
ínio não depende do valor de n

e é verdadeiro sempre. Mudando de n = 10 para n = 20 aumenta 8 vezes, de n = 100 para

n = 200 também. E faça o teste: para o triplo do problema (ou seja, 3n) vai 
ustar 27 vezes

mais 
aro. Esta é uma péssima notí
ia e justi�
a que pro
uremos um algoritmo que 
onsome

operações de forma mais lenta. Para 
on�rmar, pro
ure um algoritmo dado nos exer
í
ios

que tenha uma função pare
ida 
om esta e faça um teste.

Pode ser que vo
ê ainda não tenha per
ebido ou ainda não tenham dito pra vo
ê, mas a triste

verdade é que a maior parte dos algoritmos que fazem alguma 
oisa interessante tem uma

função típi
a f(x) = nk

om o expoente k maior do que 1. Ou seja, ao dobrar o tamanho

do problema geralmente o preço da solução aumenta mais do que o dobro. Existem algumas

ex
eções 
om 
erteza, mas quase sempre é assim. Vá a
ostumando, pois é raro que resolver

o dobro de problema 
uste o dobro do tempo.

Entendendo tudo isso podemos fazer algumas previsões bastante avançadas. Por exemplo,

se o algoritmo que 
onsome f(n) = n3
operações for usado para n = 5 e isso leva 1 segundo,

podemos fa
ilmente prever quanto tempo levaria para n = 1000. Vai ser um problema 200

vezes maior, o equivalente a perguntar por

f(200n) = (200n)3 = 2003n3 = 8000000n3.

Então o tempo para um problema 200 vezes maior será 8000000 vezes o tempo do original,

ou seja, 8000000 segundos. Se for assim mesmo, então teremos 
er
a de 92 dias de pro
es-

samento. Enquanto espera três meses pelo resultado vo
ê pode 
ontinuar pensando e talvez

vo
ê a
he um outro algoritmo que tem a função f(n) = n2
. Ele levaria menos de 12 horas.
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