
Notação assintótiaProf. João B. OliveiraPrinípiosQuando os matemátios gregos estudaram as seções �nias (elipse, parábola e hipérbole),enontraram situações omo a representada abaixo pela hipérbole y = 1/x. Neste aso, aurva aproxima-se ada vez mais dos dois eixos x e y, porém sem nuna toá-los. Desdeentão, unhou-se a palavra �assíntota� para denotar este tipo de retas, às quais uma funçãose aproxima ada vez mais porém não atinge.
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Atualmente, usamos a expressão �assintótio� em um sentido mais amplo, para falar de algoque se aproxima ada vez mais de um erto valor, à medida que um parâmetro aproxima-se deum limite (geralmente ±∞). Podemos dizer que para nós �assintótio� signi�a �aproximando-se ada vez mais�.A hierarquia básiaNa prátia, funções de uma variável n resem e diminuem de formas diferentes, om algumasaproximando-se ou afastando-se de ∞ (ou outros valores �interessantes�) mais rápido do queoutras. Para formalizar a idéia, podemos introduzir a relação de resimento ≺ :
f(n) ≺ g(n) ⇐⇒ lim

n→∞

f(n)

g(n)
= 0.Desta forma, expressamos o fato de que �f(n) rese mais devagar do que g(n) à medidaque n rese�. Esta relação é transitiva, ou seja

f(n) ≺ g(n), g(n) ≺ h(n) ⇐⇒ f(n) ≺ h(n).Também podemos esrever de modo inverso, ou seja, esrever h(n) ≻ f(n). Por exemplo,sabemos que n ≺ n2, e informalmente dizemos que n rese mais lentamente do que n2. Deforma mais geral, sabemos que
nα ≺ nβ ⇐⇒ α < β,1



onde α e β são números reais e 1 ≤ α. Podemos usar ≺ para lassi�ar muitas (mas nãotodas!) funções em uma ordem assintótia, inluindo por exemplo as funções abaixo:
1 ≺ log log n ≺ log n ≺ nc ≺ cn.Neste exemplo, c é uma onstante qualquer maior do que um, e todas as funções listadas(exeto a primeira, naturalmente) vão ao in�nito à medida que n vai ao in�nito. Assim,quando inserimos uma nova função nesta hierarquia não estamos determinando se ela vaipara o in�nito, mas sim om que veloidade.A hierarquia aima apresenta algumas funções que vão para o in�nito. Entretanto, algumasvezes estamos interessados em funções que vão para zero à medida que n rese. Para isso,é útil ter uma hierarquia similar. Supondo que f(n) e g(n) nuna são zero, podemos usar asreíproas e obter
f(n) ≺ g(n) ⇐⇒ 1

g(n)
≺ 1

f(n)
.Quando duas funções f(n) e g(n) tem a mesma taxa de resimento, esrevemos f(n) ≍

g(n), uja de�nição formal é dada abaixo:
f(n) ≍ g(n) ⇐⇒ |f(n)| ≤ C|g(n)| e |g(n)| ≤ C|f(n)|.Neste aso, C é onsiderada uma onstante qualquer, a ser esolhida de forma a satisfazeras desigualdades.Notação OA notação hoje usada para análise assintótia foi introduzida por Bahmann no �nal doséulo passado e tem o objetivo de suprimir detalhes que não são importantes em fórmulase salientar os fatores mais relevantes. Isto será demonstrado om um pequeno exemplo: osnúmeros harm�nios Hn são de�nidos da seguinte forma:
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.Sendo assim, os primeiros números harm�nios são:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hn 0 1 3
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7129
2520

7381
2520Avaliando os mesmos números de forma aproximada, temos:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hn 0 1 1.5 1.8333 2.0833 2.2833 2.45 2.5928 2.7178 2.8289 2.9289A pergunta que nos interessa é: à medida que n rese, omo resem os números Hn? Emprimeiro lugar, podemos usar um resultado do Cálulo para mostrar que Hn → ∞ à medidaque n → ∞, mas queremos saber mais detalhes sobre o resimento dos números Hn.2



Dando um salto muito grande (e sem mostrar o desenvolvimento, que não nos interessa nomomento), podemos apelar diretamente para um resultado que diz o seguinte:
Hn = log2 n + γ +

1

2n
− 1

12n2
+

ǫ

120n4
, 0 < ǫ < 1.É importante notar o papel de ǫ, que serve omo avaliação do erro ometido pelo resto daexpressão. (Na fórmula, γ é a onstante de Euler, e vale aproximadamente 0.5772).Com a fórmula aima, o valor de Hn pode ser alulado diretamente, sem somar as fraçõesuma a uma, ometendo-se um erro de no máximo 1/120n4. Como este último termo não podeser avaliado om preisão, a fórmula anterior passa a ser representada assim:

Hn = log2 n + γ +
1

2n
− 1

12n2
+ O

(

1

120n4

)

. (1)Desta forma, estamos representando a ordem de grandeza do último termo, dizendo que asoma deve ser feita e ao �nal pode ser que se preise adiionar um valor que é um múltiplode 1/120n4. Vale dizer que se nosso resultado iniial não fosse tão preiso, poderíamos dizeralgo diferente. O exemplo abaixo também seria válido:
Hn = log2 n + γ + O

(

1

2n

)

. (2)Neste aso, omo temos menos informação disponível, sabemos apenas que o valor a seradiionado ao �nal é de no máximo alguma onstante vezes 1/2n, ou seja, bem maior do que
1/120n4 se n for grande.Como mostrado, a notação O é usada para transmitir a noção de ordem de grandeza, maspoupando-nos de detalhes no tratamento dos termos de menor importânia em expressões1.De�nição: notação OAté o momento, a notação O foi apresentada, mas não foi de�nida apropriadamente, ontentando-nos om uma expliação simpli�ada de seu funionamento. Agora, temos a oportunidade deapresentar a de�nição das notações assintótias mais usuais, e rever o exemplo aima de aordoom elas.A notação O serve para dar um limite superior assintótio, e para uma dada função g(n)denotamos omo O(g(n)) o onjunto de funções

O(g(n)) = {f(n) | existem constantes positivas c e n0 tais que
0 ≤ f(n) ≤ c · g(n) para todo n > n0}.Apesar da apresentação pouo intuitiva, a noção por trás da de�nição pode ser apresentadana �gura a seguir:1Mais tarde, veremos que até mesmo as expressões (1) e (2) anteriores são ompliadas e podem ser redu-zidas.

3



n0

f(n)

c*g(n)

f(n)=O(g(n))

Partindo da de�nição, vemos que O(g(n)) não é uma únia função, mas sim um onjuntode funções que, a partir de um erto valor n0, são menores do que a função g(n) multipliadapor alguma onstante. Os seguintes detalhes devem ser lembrados:
• Dentro do onjunto O(g(n)) estão in�nitas funções f(n), e ada uma pode ter seu própriovalor para n0 e para a onstante c.
• Pode-se onsiderar O(g(n)) omo uma função (omo em uma linguagem de programação)que reebe um parâmetro (g(n)) e é avaliada de aordo, gerando um onjunto de funções.
• As funções f(n) e g(n) são obrigatoriamente positivas.Desta forma, as funções que pertenem a O(g(n)) serão, a partir de erto ponto, menores doque g(n) (se for preiso, esta última pode ter de ser multipliada por uma onstante.)Além da notação O, existem outras duas notações que são importantes: uma tem o papelinverso de O e pode ser usada omo limite inferior assintótio e a última é uma ombinaçãodas duas e serve omo limite assintótio estrito para f(n). Elas serão apresentadas a seguir:De�nição: notação ΩA notação Ω funiona de maneira inversa a O, e limita inferiormente as funções de�nidas porela. Denotamos omo Ω(g(n)) o onjunto de funções

Ω(g(n)) = {f(n) | existem constantes c e n0 tais que
0 ≤ c · g(n) ≤ f(n) para todo n > n0}.A noção expressa nesta de�nição é mostrada mais laramente na �gura a seguir:
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n0

c*g(n)

f(n)

f(n)= Ω(g(n))

Desta forma, perebe-se a similaridade entre os oneitos das duas notações. Desta vez, oonjunto de funções Ω(g(n)) ompõe-se de todas as funções que, a partir de erto ponto, sãomaiores do que g(n) multipliada por uma onstante.De�nição: notação ΘA notação Θ pode ser vista omo uma junção das notações O e Ω. Estas duas são limitantesde forma separada, e a notação Θ serve para limitar funções pelos dois lados, ou seja, superiore inferiormente. Sendo assim, a de�nição é uma omposição das de�nições anteriores:
Θ(g(n)) = {f(n) | existem constantes c1, c2 e n0 tais que

0 ≤ c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n) para todo n > n0}.Segundo a de�nição, uma função f(n) pertene ao onjunto Θ(g(n)) se existem onstan-tes c1 e c2 que fazem om que ela seja prensada entre c1 · g(n) e c2 · g(n), para algum nsu�ientemente grande. A �gura a seguir mostra esta situação.

n0

f(n)

f(n)= Θ(g(n))

c*g(n)

c*g(n)

1

2
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O teorema abaixo serve para interligar as três notações aima, de uma forma que deve serbastante intuitiva ao leitor:Teorema: Para quaisquer duas funções f(n) e g(n), f(n) = Θ(g(n)) se e somente se
f(n) = O(g(n)) e f(n) = Ω(g(n)).Avaliando onde?Uma pergunta que sempre é feita refere-se ao valor mais apropriado para avaliar as funções,para que se possa dizer quem é maior do que quem. Isto é bastante natural, pois dependendode onde se olha, as funções podem omportar-se de maneira ompletamente diferente. Parasoluionar a questão, adota-se a seguinte opção: sempre onsidera-se o omportamento dasfunções à medida que sua variável rese em direção ao in�nito, ou seja à medida que n →
∞. Desta maneira, desartamos o omportamento das funções para valores espeí�os de n,preferindo pensar no que aontee quando a variável rese ada vez mais. Esta é uma deisãoimportante e terá muitas onsequ�ênias para a avaliação de algoritmos.Abordagem alternativaSe voê se sente melhor trabalhando om limites, no lugar das de�nições às vezes um pouoobsuras para O, Ω e Θ, voê pode usar o quadro abaixo, que ajuda bastante a pereber osigni�ado desta notação:�f é. . . signi�a que f rese e se esreve e equivale a. . . O de g� não mais depressa que g f = O(g) ∃n0, c > 0 : ∀n > n0, f(n) < c.g(n). . . theta de g� aproximadamente omo g f = Θ(g) f = O(g) e g = O(f). . . omo g� da mesma forma que g f ≈ g limn→∞

f(n)
g(n) = 1. . . �mega de g� não mais devagar que g f = Ω(g) g = O(f)Outra forma de exprimir as mesmas de�nições é através das seguintes regras de limites:1. Se limn→∞

f(n)
g(n) ∈ R+, então f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(f(n)).2. Se limn→∞

f(n)
g(n) = 0, então f(n) = O(g(n)) mas g(n) 6∈ O(f(n)).3. Se limn→∞

f(n)
g(n) = +∞, então f(n) 6∈ O(g(n)) mas g(n) = O(f(n)).Note omo todos os oneitos estão amarrados à notação O. Agora, aproveite e faça o exeríiode ahar pares de funções f , g tais que1. f ≈ g2. f = Θ(g)3. f = Ω(g)
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ManipulaçãoAntes de qualquer oisa, deve-se lembrar sempre que O(g(n)) é um onjunto, e deve ser tratadoomo tal. Ou seja: não é uma função, nem uma fórmula, nem nada pareido. É um on-jun-to!Desta maneira, as operações que podemos usar são extremamente bem de�nidas. No entanto,a tradição permite uma únia quebra de protoolo: em geral, deveríamos esrever oisas omo
n3

3
+

n2

2
+

n

6
∈ O(n3), (3)signi�ando que a expressão do lado esquerdo é limitada superiormente por n3. No entantogeralmente enontraremos a mesma idéia expressa assim:

n3

3
+

n2

2
+

n

6
= O(n3). (4)Em prinípio isto está errado, mas omo geralmente pode-se reonheer failmente a situ-ação, toma-se esta liberdade. Porém, vale salientar que as expressões om a notação O (ou

Θ ou Ω) nuna são esritas sozinhas do lado esquerdo, ou seja, é ompletamente inaeitávelesrever
O(n3) =

n3

3
+

n2

2
+

n

6
, (5)porque neste aso já estaríamos abusando da notação, e poderíamos deduzir oisas absurdasa partir de fatos verdadeiros, omo por exemplo

n2 = O(n3) (6)
O(n3) = n (7)

⇒ n2 = O(n3) = n ⇒ n2 = n (8)Pode-se expliar o problema de outra forma, dizendo que ao esrevermos da forma (3) ou(4) estamos reduzindo a informação do lado esquerdo (onde há mais informação, om detalhessobre a expressão) para o lado direito (muito menos detalhe, apenas uma aproximação). Jáao fazermos o ontrário, da forma (5), estaríamos onluindo mais informação do que temosiniialmente, o que ertamente ausará problemas. Desta forma, enquanto (6) está orreta,esrever (7) é inapropriado e permite hegar à onlusão (8), que evidentemente está errada.No entanto, é válido esrever
n3

3
+ O(n2) = O(n3),pois isto quer dizer que um onjunto de funções (todas ompostas de n3/3 mais uma quanti-dade desonheida, porém limitada superiormente por n2) está ontido em outro onjunto defunções limitado superiormente por n3.PropriedadesA seguir estão algumas propriedades das notações apresentadas anteriormente:7



Propriedades básias
f(n) = O(f(n)) (9)

c · O(f(n)) = O(f(n)) se c for constante (10)
O(O(f(n))) = O(f(n)) (11)

O(f(n)) · O(g(n)) = O(f(n) · g(n)) (12)
O(f(n) · g(n)) = f(n) · O(g(n)) (13)Transitividade:

f(n) = Θ(g(n)), g(n) = Θ(h(n)) ⇒ f(n) = Θ(h(n)) (14)
f(n) = O(g(n)), g(n) = O(h(n)) ⇒ f(n) = O(h(n)) (15)
f(n) = Ω(g(n)), g(n) = Ω(h(n)) ⇒ f(n) = Ω(h(n)) (16)Re�exividade

f(n) = Θ(f(n)) (17)
f(n) = O(f(n)) (18)
f(n) = Ω(f(n)) (19)Simetria

f(n) = Θ(g(n)) ⇔ g(n) = Θ(f(n)) (20)Simetria transposta
f(n) = O(g(n)) ⇔ g(n) = Ω(f(n)) (21)Pelas propriedades que valem para a notação assintótia, podemos fazer uma analogiaentre a omparação assintótia de duas funções f e g e a omparação de dois números reais ae b:

f(n) = O(g(n)) ≈ a ≤ b

f(n) = Θ(g(n)) ≈ a = b

f(n) = Ω(g(n)) ≈ a ≥ bHá um detalhe: enquanto podemos omparar quaisquer números a e b om as relações ≤,
= e ≥, nem todas as funções podem ser usadas para omparações om O, Θ e Ω. Por exemplo,não podemos esrever algo omo sin(x) = O(cos(x)).
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ExemplosPrimeiro testeSuponha a função
f(n) =

n2

2
− 3n.Desejamos veri�ar se a expressão f(n) = Θ(n2) é verdadeira. Para tanto, devemos aharonstantes c1, c2 e n0 tais que

c1 · n2 ≤ 1

2
n2 − 3n ≤ c2 · n2.Podemos omeçar dividindo todas as expressões por n2, obtendo-se

c1 ≤ 1

2
− 3

n
≤ c2.Separando as duas desigualdades, resolvemos a primeira e obtemos

c1 ≤ 1

2
− 3

n
.Pode-se ver que a expressão do lado direito rese à medida que n rese, portanto elaassume seu menor valor om n = 1 (só nos interessamos para valores positivos de n). Para

n = 1 teríamos c1 ≤ −5/2, mas uma vez que pela de�nição c1 deve ser positivo, os valores
n = 1 . . . 6 não servem. Finalmente, om n = 7 podemos resolver obtendo c1 ≤ 1/14, jápositivo. Para a segunda desigualdade

1

2
− 3

n
≤ c2,veri�amos failmente que qualquer valor c2 maior do que 1/2 satisfaz a desigualdade.Ahados c1, c2 e n0 (valendo 1/14, 1/2 e 7, respetivamente), o problema está resolvido e aa�rmação é verdadeira. É interessante notar que outras onstantes poderiam ser usadas, emesmo outro valor de n0, mas o importante é que existe alguma ombinação satisfatória.Segundo testePodemos usar a de�nição para testar a a�rmação de que 12n3 6= O(n2). Para testar, suponha-mos que existam c2 e n0 tais que 12n3 ≤ c2 · n2 para todo n ≥ n0. Dividindo por n, teríamosque 12n ≤ c2, o que é absurdo já que c2 será onstante e algum valor de n terá de ser maior.De forma geral, pode-se pereber que os termos de menor ordem de uma função assintoti-amente positiva podem ser ignorados na notação assintótia, uma vez que eles passam a serinsigni�antes para n grande e uma pequena fração do termo mais signi�ativo é su�ientepara dominar os termos de menor ordem. Também podemos ignorar o oe�iente do termode mais alta ordem, uma vez que ele apenas altera o valor das onstantes c1 e c2 por um fatorigual ao oe�iente.Como exemplo, tome a função f(n) = an2 + bn + c, onde a, b e c são onstantes e a > 0.Desartando os termos de menor ordem e ignorando a onstante a, temos f(n) = Θ(n2).No aso espeial de uma função onstante, (por exemplo f(n) = 17), podemos expressá-laomo Θ(n0) ou ainda Θ(1). Esta última notação, no entanto, esonde qual a variável estáindo para in�nito, por isso é menos aonselhável.9



Revendo (1) e (2)Usando as regras (13) e (10), podemos veri�ar que as expressões (1) e (2), no omeço denosso texto, podem ser esritas de outra forma. Aompanhe a dedução para a expressão (1)(analisando apenas o termo que ontém a notação O):
O

(

1

120n4

)

=
1

120
O

(

1

n4

)

= O

(

1

n4

)

.Assim, as expressões (1) e (2) poderiam ter seus últimos termos simpli�ados para O(1/n4)e O(1/n), respetivamente.Exeríios1. Para os onjuntos abaixo, veri�que se as funções deveriam mesmo pertener aos onjun-tos:(a) O(n2) =
{

n, n2.5,
√

n, n3+1
n

, n2 + 2, n3 + n, . . .
}(b) O(n) =

{

n, n2.5,
√

n, n+1
n

, n2 + 2, n3 + n, . . .
}2. Mostre que para quaisquer onstantes reais a e b, om b > 0, vale

(n + a)b = O(nb).3. Voê sabe que a = O(f(n)) e que b = O(f(n)). (Qual a forma exata de f(n) não éimportante para este problema). Se voê tem estes fatos, veri�que quais das a�rmaçõesabaixo são verdadeiras:(a) a ∗ b = O(f(n2))(b) a + b = O(f(n))() a − b = O(0)(d) 1/(a + b) = O(1/f(n))(e) a ∗ b = O(f(n)2)(f) a/b = O(1)(g) a − b = O(f(n))(h) 1/(a + b) = O(f(1/n))4. Neste exeríio, qualquer função pode ser usada para fazer o papel de f(n), g(n) ou
h(n), por isso os resultados que voê obtiver deve ser genérios, valendo para quaisquerfunções. Prove ou negue as seguintes a�rmações:(a) f(n) + g(n) = Θ(min(f(n), g(n)))(b) f(n) = O(f(n2))() f(n) = O(f(2n))(d) f(n) + g(n) + h(n) = O(max(f(n), g(n), h(n)))10



(e) f(n) = O(2f(n))5. Analise as onsequ�ênias da propriedade (17).6. Analise se sin(x) = O(cos(x)).7. Esreva algoritmos que resolvem os problemas abaixo, apresentando estimativas paraseu tempo de exeução2:(a) Esreva um subprograma opy(A,B) que faz ópias de árvores binárias (de A paraB, por exemplo).(b) Esreva um subprograma que reebe um valor real x, um vetor de oe�ientes reais
a0 . . . an e avalia o polin�mio P (x) = an ∗ xn + an−1 ∗ xn−1 + · · · + a1 ∗ x + a0.() Esreva o subprograma que reebe um inteiro n e alula n!(d) Esreva o subprograma que reebe um inteiro n esrito em base deimal e o onvertepara binário.(e) Esreva um subprograma que reebe um valor real x, um inteiro n e alula xn.(f) Esreva um subprograma que reebe um inteiro p e determina se ele é primo.(g) Esreva um subprograma que reebe n e avalia ∑n

k=1 k2.(h) Esreva o subprograma que faz a fusão de duas listas enadeadas já ordenadas.(i) Esreva um subprograma mult(A,B) que reebe duas matrizes A e B, as multipliae devolve a matriz resultante.

2Lembre que dois algoritmos que resolvem o mesmo problema podem ter estimativas de desempenho dife-rentes (portanto uidado ao omparar respostas om olegas!), e lembre sempre de dizer qual a variável sendoanalisada no problema (Ou seja, explique quem é n no problema estudado!). Algumas vezes, várias variáveispodem estar envolvidas! 11


