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Desde seus primeiros estudos, os métodos de 
lassi�
ação de dados foram divididos em duas

grandes 
ategorias:

• Classi�
ação interna

São métodos nos quais todo o trabalho de 
lassi�
ação é feito em memória prin
ipal, ou

seja, não são usadas áreas auxiliares 
omo dis
o ou �ta magnéti
a.

• Classi�
ação externa

Nestes métodos, admite-se que seja usada memória externa, ou seja, áreas auxiliares para

dados temporários, tipi
amente em dis
o ou �ta.

Nas dé
adas de 50 e 60 muita ênfase era dada aos métodos de 
lassi�
ação externa, já que

as máquinas da épo
a tinham uma memória muito limitada (tipi
amente 
er
a de 16 kb) e

portanto o uso de áreas auxiliares era essen
ial para trabalhar 
om qualquer quantidade razoável

de dados. Com o passar do tempo, as máquinas re
eberam memória 
ada vez mais rápida e

barata, e os métodos de 
lassi�
ação interna se tornaram 
ada vez mais importantes. Hoje,

os métodos de 
lassi�
ação externa são 
onsiderados bem menos importantes, embora ainda

sejam usados por qualquer bom programa de ordenação em situações espe
iais. Por exemplo, o

programa sort usado no sistema opera
ional UNIX e suas variantes faz a ordenação de dados

em memória interna, mas se a quantidade de dados ex
ede a memória da máquina usada, ele

automati
amente usa arquivos em dis
o para fazer parte da ordenação.

Classi�
ação por inserção

1

Nestes métodos, o prin
ípio bási
o é sempre o mesmo: 
onsiderar o vetor 
omo uma série de

dados desorganizados, retirar um elemento por vez e 
olo
á-lo no lugar adequado em uma parte

já organizada, inserindo-o em sua devida posição. Desta forma os métodos não se preo
upam


om qual elemento estão retirando, apenas tomam 
uidado no momento de re
olo
á-lo no vetor

para que este entre na posição adequada.

Insertion sort

A 
lassi�
ação por inserção é um método extremamente simples de fazer a ordenação de um

vetor, 
om baixa e�
iên
ia mas que pode ser usado para vetores de tamanho pequeno por sua

simpli
idade de programação. Esquemati
amente, o algoritmo é o seguinte:

• O vetor é dividido em uma parte ordenada e uma parte desordenada. No iní
io, somente

o primeiro elemento do vetor 
ompõe a parte desordenada.

• Um a um os elementos da parte desordenada são 
olo
ados na posição apropriada na

parte ordenada, jogando-se elementos mais para a frente de a
ordo 
om a ne
essidade de

reposi
ionamento.

• O algoritmo termina quando não há mais elementos na parte desordenada.

1

Atenção: apesar dos programas apresentados estarem es
ritos em C, assume-se que os vetores tem seus

índi
es 
omeçando em 1 e indo até o número de elementos do vetor, ou seja, na faixa 1. . . n, e não na faixa

0. . . n-1. Isto foi adotado para deixar o 
ódigo mais 
laro.
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A parte mais 
ustosa deste algoritmo é abrir espaço na parte ordenada para um novo elemento,

uma vez que o elemento a ser inserido pode entrar em uma posição qualquer dentro da parte or-

denada, podendo deslo
ar todos os outros elementos e fazendo-os avançar um posição. Con�ra

na ilustração abaixo:

5 3 8 2 9 1 11 0 4

Parte
Ordenada

Parte
Desordenada

8 2 9 1 11 0 4

Parte
Ordenada

Parte
Desordenada

53

5 3 8 2 9 1 11 0 4

Parte
Ordenada

Parte
Desordenada

8 2 9 1 11 0 4

Parte
Ordenada

Parte
Desordenada

53

Uma possível implementação para o insertion sort segue abaixo.

void insertion_sort (vetor v, int tam) {

int i, j, k, tmp;

bool a
hei;

for (i = 2; i <= tam; i++) {

j = 1;

a
hei = FALSE;

while ((j < i) && (!a
hei)) {

if (v[i℄ < v[j℄)

a
hei = TRUE;

else

j++;

}

if (a
hei == TRUE) {

tmp = v[i℄;

k = i - 1;

while (k >= j) {

v[k + 1℄ = v[k℄;

k--;

}

v[j℄ = tmp;

}

}

}
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Shellsort

Como o problema bási
o do insertion sort é a série longa de movimentações de elementos, 
om

muitos deslo
amentos por uma distân
ia 
urta (sempre apenas uma posição), em 1959 Donald

L. Shell teve a idéia de apli
ar este algoritmo simples a pedaços diferentes do vetor, de forma

que as tro
as não mais fossem de 
urta distân
ia, fazendo 
om que os elementos se movessem em

grandes saltos pelo vetor. O algoritmo fun
iona de forma engenhosa pois os pedaços diferentes

do vetor não são 
ontíguos, mas sim inter
alados. Esta é, na verdade, uma 
ondição essen
ial

para que o shellsort fun
ione bem. A �gura abaixo mostra o vetor original dividido em três

pedaços e 
omo o shellsort opera sobre estes pedaços.

5 2 11 3 9 0 8 1 4

1 2 3 1 2 3 321Grupo:

5 3 8 2 9 1 11 0 4

112 5 930 1 4 8

1 2 3 1 2 3 321Grupo:

2 5 110 3 91 4 8

Através da inter
alação, movimentos aparentemente 
urtos nos vetores menores representam

na verdade uma distân
ia bem maior quando vistos no vetor original. Note-se que o pro
esso de

ordenação dos vetores menores pode ser o próprio insertion sort visto anteriormente. Deve-se

dizer ainda que em momento algum os vetores menores existem realmente, ou seja, o algoritmo

opera sempre sobre o vetor prin
ipal, sabendo lo
alizar 
ada elemento dos vetores menores.

Uma 
ara
terísti
a fundamental do shellsort é que ao �nal de um passo (um passo = uma

série de divisões sobre o vetor, 
omo mostrado na �gura) o vetor não está ne
essariamente

ordenado, mas seus elementos estão em geral melhor posi
ionados. Sendo assim, os passos são

repetidos dividindo-se o vetor em um número 
ada vez menor de pedaços. Para que o pro
esso

de ordenação termine 
om su
esso, é fundamental que no �nal seja exe
utado um passo 
om

apenas um vetor, ou seja, sobre o vetor original. É este último passo que �nalmente 
olo
a

os elementos em seu lugar e garante o su
esso da ordenação. Este último passo 
orresponde a

um insertion sort normal, mas 
omo os elementos já foram movidos por longas distân
ias nos

passos anteriores, o trabalho de movomentação é agora muito reduzido.

O 
ódigo do shellsort está a seguir:

3



/* Rotina que efetua 
ada passo de ordenação nos subvetores.

Note 
omo ela está parametrizada! */

void passo_shell (vetor v, int r, int s, int n) {

/* Pergunta: qual o papel de r, s, e n? */

int i, j, k, tmp;

bool a
hei;

for (i = s + r; i <= n; i += r) {

j = s;

a
hei = FALSE;

while ((j < i) && (!a
hei)) {

if (v[i℄ < v[j℄)

a
hei = TRUE;

else

j += r;

}

if (a
hei == TRUE) {

tmp = v[i℄;

k = i - r;

while (k >= j) {

v[k + r℄ = v[k℄;

k -= r;

}

v[j℄ = tmp;

}

}

}

/* Rotina que faz a gerên
ia dos passos do shellsort */

void shellsort (vetor v, int tam) {

int np, i, j, in
; /* np = numero de passos */

np = pergunta_num_passos ();

for (i = np; i >= 0; i--) {

/* O 
ál
ulo não será mostrado */

in
 = 1 << i;

for (j = 1; j <= in
; j++)

passo_shell (v, in
, j, tam);

}

}

Classi�
ação por tro
a

Nestes métodos, o prin
ípio bási
o é o seguinte: pares de elementos são sempre examinados, e


aso o par de elementos esteja na ordem inversa à desejada, os elementos são tro
ados de posição.

Enquanto o bubblesort é bastante simples e tro
a de posição elementos que são vizinhos, o

qui
ksort tenta tro
ar de posição elementos que estão afastados, pro
urando ganhar na distân
ia

a 
ada movimento.

Bubblesort

O bubblesort (também 
hamado de método da bolha) é um método bastante primitivo de

ordenar um vetor, mas que pode ser usado para vetores pequenos, já que sua programação é

bastante rápida e simples. No entanto, à medida que o número de elementos do vetor 
res
e o

desempenho do bubblesort 
ai dramati
amente. Em termos gerais, o algoritmo é o seguinte:

• A 
ada passo, 
ada elemento é 
omparado 
om o próximo. Se eles estiverem fora de

ordem, são tro
ados de posição.
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• Realizam-se tantos destes passos até que não sejam feitas mais tro
as.

A partir desta des
rição, pode-se notar que as tro
as são sempre feitas entre elementos adja-


entes, o que prejudi
a o desempenho do algoritmo. Também não se sabe de antemão quantos

pasos serão ne
essários para 
olo
ar o vetor em ordem. A �gura abaixo mostra um vetor e


omo um passo do bubblesort opera.

515 60 910 170 890 275500 85

85 500 60 515

85 500 60 515 910 170

85 500 515 60

170 910 890

85 500 60 515 170 890

85 500 60 515 170 910890 275

275 910

Depois deste passo, pode-se per
eber que o maior dos elementos do vetor foi para a última

posição, enquanto os outros podem estar ainda fora de ordem. Um segundo passo 
olo
ará

o segundo maior elemento na penúltima posição, e assim por diante. Por esta lógi
a, seriam

pre
isos n − 1 passos (onde n é o número de elementos do vetor) para garantir a ordenação,

mas os algoritmos mantém um 
ontrole de quando foram feitas tro
as, de forma que se em um

passo não houveram tro
as garante-se que o vetor está ordenado.

O 
ódigo do bubblesort está a seguir:

/* Rotina bási
a para bubblesort */

void bubblesort (vetor v, int tam) {

int i, lim, k, tmp;

bool tro
a = TRUE;

lim = tam - 1;

while (tro
a == TRUE) {

tro
a = FALSE;

for (i = 1; i <= lim; i++) {

if (v[i℄ > v[i + 1℄) {

tmp = v[i℄;

v[i℄ = v[i + 1℄;

v[i + 1℄ = tmp;

tro
a = TRUE;

k = i;

}

}

lim = k;

}

}

5



Qui
ksort

Baseando-se no prin
ípio de tro
ar elementos de lugar, o 
onhe
ido 
ientista C. A. R. Hoare


riou em 1962 um dos melhores métodos já elaborados para ordenação, o qui
ksort. Este

método também tro
a pares de elementos, mas supera o prin
ipal problema do bubblesort,

que é a distân
ia 
urta entre as movimentações. Dentro do qui
ksort, elementos podem se

mover distân
ias muito longas 
om fa
ilidade. Para implementar esta idéia, Hoare imaginou

um algoritmo re
ursivo baseado no seguinte prin
ípio:

• Es
olhe-se arbitrariamente um elemento do vetor (geralmente um elemento no meio do

vetor). Este elemento será 
hamado de piv�. Isto separa o vetor em três partes: à

esquerda do piv�, o piv� e sua direita.)

• O algoritmo 
omeça a separar os elementos, tentando fazer 
om que todos os elementos

menores do que o piv� vão para a esquerda e todos os maiores vão para a direita. Isto

a
onte
e de uma forma bastante engenhosa, usando-se dois 
ontadores i e j:

� Com o 
ontador i partindo de 1 e sendo in
rementado, o algoritmo vem examinando

o lado esquerdo de fora para o 
entro, pro
urando um elemento maior do que o piv�

(para passà-lo para o outro lado.)

� Com o 
ontador j igual ao número de elementos do vetor e sendo de
rementado,

o algoritmo examina o lado direito também de fora para o 
entro, pro
urando um

elemento menor do que o piv�.

• Uma vez que dois elementos são a
hados para a tro
a de lado, eles são tro
ados entre si.

• O algoritmo 
ontinua examinando os elementos, in
rementando i e de
rementando j do

ponto de onde havia parado, pro
urando novas tro
as.

• Quando i e j se en
ontrarem, o pro
esso se repete re
ursivamente para as duas metades

(esquerda de i e j, direita de i e j.)

É bem mais simples entender o algoritmo 
om uma ilustração de seu fun
ionamento:

(sai à procura)

60 170 890 275500 80 520 425 900 650

i jPivô=425

Troca 275 por 500
(já achou para trocar)

60 89080 425 900 650275 500

60 170 89080 520 425 900 650

Pivô=425

275 500

ji

Troca 170 por 520

i

520170

Pivô=425

j

Nesta situação os dois se encontram e o processo é repetido para as duas metades.

No exemplo a
ima está mostrado 
omo dois 
ontadores veri�
am os elementos de 
ada lado

do piv� para en
ontrar dois elementos que pre
isem tro
ar de lugar. Isto o
orre de fora para
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dentro até que em algum momento os dois 
ontadores se en
ontram. Nesta situação, temos de

um lado elementos menores do que o piv� e do outro elementos maiores ou iguais a ele.

É fundamental per
eber a importân
ia de três detalhes:

1. Quando os dois 
ontadores se en
ontram os elementos já foram separados em dois grupos

(maiores e menores que o piv�, mais este), e 
ada grupo pode ser ordenado separadamente.

2. Ini
iar a pro
ura de fora para dentro garante que os pares de elementos a
hados serão

movidos uma grande distân
ia em um só movimento.

3. O valor do piv� é armazenado em uma variável separada, pois o elemento que foi es
olhido


omo o piv� ini
ial pode ser movido também.

Na repetição do pro
esso para os dois lados, é es
olhido um novo piv� para 
ada metade e o

algoritmo 
ontinua 
omo mostrado. Traduzindo para 
ódigo, teríamos algo 
omo a seguir:

/* Rotina que efetua a ordenação nos subvetores. */

void parti
ao (vetor v, int esq, int dir, int *i, int *j) {

int pivo = v[(esq + dir) / 2℄; /* Aproximadamente no meio... */

do {

while (pivo > v[esq℄) esq++; /* Pro
ura na esquerda... */

while (pivo < v[dir℄) dir--; /* Pro
ura na direita... */

if (esq <= dir) {

/* Se a
hou um par faz a tro
a e avan
a i e j */

int tmp = v[esq℄;

v[esq℄ = v[dir℄;

v[dir℄ = tmp;

esq++;

dir--;

}

}

while (esq < dir);

*i = esq;

*j = dir;

}

/* Rotina que faz a gerên
ia dos passos do qui
ksort */

void qui
ksort (vetor v, int esq, int dir) {

int i, j;

parti
ao (v, esq, dir, &i, &j);

if (esq < j) qui
ksort (v, esq, j);

if (dir > i) qui
ksort (v, i, dir);

}

Desta forma, a partir do exemplo mostrado no 
ódigo, a 
hamada ini
ial para o qui
ksort é

feita 
omo

qui
ksort(vetor, 1, tam);

Classi�
ação por seleção

Nestes métodos, o prin
ípio bási
o é o seguinte: 
onsiderar o vetor 
omo uma série de dados

desorganizados, retirar a 
ada vez o menor elemento desta parte desorganizada e 
olo
á-lo

na última posição da parte organizada. Pode-se dizer que é um prin
ípio de fun
ionamento

totalmente oposto ao dos métodos de inserção direta, que não es
olhem o elemento a bus
ar e o

inserem na posição 
orreta. Agora, bus
a-se um determinado elemento (o menor) pa rainseri-lo

fa
ilmente na última posição da parte organizada.
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Seleção direta

Esta é uma implementação imediata do prin
ípio des
rito a
ima:

• A 
ada passo en
ontra-se o menor elemento da parte desorganizada

• Tro
a-se este elemento 
om o primeiro elemento da parte desorganizada

• Atualiza-se o tamanho do segmento desorganizado (menos um elemento)

• O pro
esso é repetido até que a parte desorganizada �que 
om apenas um elemento.

A �gura abaixo mostra um vetor e 
omo um passo da seleção direta opera.

5 3 8 2 9 1 11 0 4

Parte
Ordenada

5 3 8 2 9 1 11 0 4

8 2 9 1 11 4

Parte
Ordenada

8 2 9 11 4

Parte
Ordenada

Parte
Desordenada

Parte
Desordenada

Menor!

Parte
Desordenada

3 50

Desordenada
Parte Menor!

3 510

Traduzindo para 
ódigo, teríamos algo 
omo a seguir:

/* Rotina bási
a para sele
tion sort */

void sele
tionsort (vetor * v, int tam) {

int i, pos_menor, tmp, j;

for (i = 1; i <= tam - 1; i++) {

pos_menor = i;

for (j = i + 1; j <= tam; j++)

if (v[j℄ < v[pos_menor℄)

pos_menor = j;

tmp = v[i℄;

v[i℄ = v[pos_menor℄;

v[pos_menor℄ = tmp;

}

}
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Heapsort

O heapsort (ou seleção em árvore) é um dos melhores métodos de ordenação, baseando-se em

uma idéia 
ompletamente diferente das usadas nos métodos anteriores. Enquanto os métodos

vistos até agora sempre operam sobre o vetor 
omo uma lista linear de elementos, o heapsort

fun
iona 
omo se os elementos estivessem em uma árvore binária, mas isso a
onte
e sem que

uma árvore ou qualquer outra estrutura auxiliar seja 
riada. Essen
ialmente, o algoritmo usa

um sistema bastante simples de endereçamento:

• O nodo raiz da árvore é o elemento da posição 1 no vetor.

• Para um dado nodo na posição i do vetor, temos a seguinte situação:

� Seu �lho esquerdo está na posição 2 ∗ i.

� Seu �lho direito está na posição 2 ∗ i+ 1.

Note que para qualquer nodo i (ex
eto a raiz, naturalmente), sempre podemos saber quem

é seu pai, pois este estará na posição i÷ 2 (esta é uma divisão inteira!).

Baseado neste esquema de endereçamento, o algoritmo 
onsiste de duas fases que se repetem

várias vezes:

Formação do heap: um heap é um tipo espe
ial de árvore binária onde 
ada nodo pai tem

um valor maior do que seus dois �lhos. Uma vez que todos os nodos pais tem valores

maiores do que seus �lhos, obrigatoriamente o maior valor existente estará na raiz.

A transformação da árvore em heap é feita do maior nível até a raiz, tro
ando-se 
ada

nodo 
om o maior de seus �lhos e repetindo-se este pro
esso até quando seja ne
essário.

Veja na �gura abaixo um exemplo da transformação de uma árvore 
omum em um heap:

19817

23

12

25

15

12 25 8 19 231715

15

19817

25 23

1225

15

17 12

19 238

Troca: 17 por 25
Troca: 12 por 23

Troca: 15 por 25

198

23

12

25

15

17

Troca: 15 por 17

É importante per
eber que o pro
esso de transformação pode visitar nodos mais de uma

vez, pois uma alteração pode forçar o algoritmo a rever partes já visitadas da árvore.

Neste exemplo, a tro
a de 15 por 25 no ter
eiro passo impli
a em tro
ar também 15 por

17, 
aso 
ontrário não teríamos um heap. Também é importante notar que a montagem

da árvore nun
a o
orreu, os elementos foram sempre pro
urados através de seus índi
es

sobre o vetor original, o que possibilita uma grande velo
idade de a
esso.

Classi�
ação dos elementos no heap: esta fase é bastante simples, e 
onsiste basi
amente

em tro
ar o elemento que está na raiz do heap pelo elemento em último lugar no heap.

No exemplo a
ima, o nodo 
om valor 25 seria tro
ado pelo nodo 12. Ao fazer-se isto,

temos a seguinte situação:
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1. Veri�
ando no vetor, o elemento 25 terá ido para a sua posição 
orreta (o último lugar,

já que ele é o maior de todos).

2. Uma vez que o último elemento está no lugar 
erto, podemos 
ontinuar o algoritmo

supondo que o vetor �
ou menor (em um elemento), e pro
urando agora o penúltimo

elemento.

3. O elemento que foi para a raiz pode ter deixado a árvore sem ser um heap (isto a
onte
e

se ele for menor do que um dos �lhos). Neste 
aso, deve-se voltar à primeira fase e montar

o heap outra vez.

Continuando 
om o algoritmo e repetindo os passos a
ima, teríamos a seguinte série de trans-

formações (as operações para formar o heap não são mostradas aqui):

198

23

15

17

12

25 815

17

25

23

19

12

815

17

25

19

12

23 815

17

2523

12

19

8

17

15 25

12

2319

17

15

8 25

12

2319

15

8

25

12

231917

15

8

25

12

231917

8

25231917

12

15

25231917

1512

8

À medida que os maiores elementos da parte restante são en
ontrados, o vetor ordenado vai

sendo montado de trás para a frente. Em nosso exemplo, os elementos mar
ados em 
inza não

são mais alterados. Por último, o menor elemento é en
ontrado e posto na raiz da árvore, ou

seja, na posição ini
ial do vetor.

Em uma primeira análise o algoritmo pode pare
er 
ompli
ado, mas a implementação é

bastante simples:
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/* Rotinas para heapsort */

int parent (int i) { return i / 2; }

int left (int i) { return 2 * i; }

int right (int i) { return 2 * i + 1; }

void heapify (vetor v, int tam, int i) {

int l, r, largest, tmp;

l = left (i);

r = right (i);

if ((l <= tam) && (v[l℄ > v[i℄))

largest = l;

else

largest = i;

if ((r <= tam) && (v[r℄ > v[largest℄))

largest = r;

if (largest != i) {

tmp = v[largest℄;

v[largest℄ = v[i℄;

v[i℄ = tmp;

heapify (v, tam, largest);

}

}

void build_heap (vetor v, int tam) {

int i;

for (i = tam / 2; i; i--)

heapify (v, tam, i);

}

void heapsort (vetor v, int tam) {

int i, tmp;

build_heap (v, tam);

for (i = tam; i > 1; i--) {

tmp = v[1℄;

v[1℄ = v[i℄;

v[i℄ = tmp;

heapify (v, --tam, 1);

}

}

Perguntas

1. Qual o pior 
aso possível para o insertion sort? Qual o melhor?

2. Sugira uma forma de 
al
ular o número de passos adequado para ser usado no shellsort,

e justi�que sua resposta.

3. O bubblesort pre
isa de quantas passagens para ordenar um vetor?

4. Para o bubblesort, estime o número de vezes em que o algoritmo 
ompara pares de valores

do vetor.

5. Implemente o qui
ksort e faça-o imprimir mensagens, indi
ando que tre
hos do vetor estão

sendo ordenados de 
ada vez.
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6. Compare sele
tion sort e insertion sort e diga qual deles é mais rápido (ou e�
iente), e

porquê.

7. Explique porque o heapsort prefere operar sobre o vetor 
omo se este fosse uma árvore,

enquanto todos os outros métodos operam sobre vetores ou sub-vetores.

8. O heapsort leva o maior elemento do vetor até o topo do heap, e depois o move para o

�nal do vetor. Explique porque não é possível mover o menor elemento do vetor até o

topo e depois deixá-lo lá, uma vez que ele está no lugar 
erto.

9. Vo
ê deseja saber qual o elemento de um vetor que estaria na n-ésima posição se o vetor

fosse ordenado, mas vo
ê não quer (ou não pode) ter o trabalho de fazer a ordenação.

Mostre 
omo podemos usar um algoritmo baseado no Qui
ksort para determinar o ele-

mento 
orreto, sem ordenar o vetor.

10. Dado um vetor 
om números inteiros, es
reva um algoritmo para veri�
ar se há números

repetidos e emitir um aviso. Faça isso sob as seguintes 
ondições:

(a) Vo
ê sabe que o vetor está ordenado.

(b) Vo
ê não sabe nada sobre a ordenação do vetor.

(
) Avalie o desempenho dos dois algoritmos a
ima, em notação O().

(d) Avalie a seguinte proposta: passar pelo vetor, inserindo todos os elementos em uma

árvore balan
eada e veri�
ando se há repetição no momento de inserir. Como �
a o

desempenho em notação O()?

11. O algoritmo abaixo é um algoritmo de 
lassi�
ação. Determine se ele é estável ou instável:

função sort(array)

list less, equal, greater;

if (length(array) <= 1) return array;

es
olha um elemento XX do array;

para 
ada x no array

if x < XX then append x em less

if x = XX then append x em equal

if x > XX then append x em greater

retorne 
on
at(sort(less), equal, sort(greater));

12. Explique o que fazer se desejamos imitar o Heapsort e mapear árvores sobre um vetor,

para o 
aso de árvores ternárias, quaternárias e 5-árias. Como os �lhos de 
ada nodo

devem ser endereçados?
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