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Introducao

Muitas aplicagbes requerem numeros nao inteiros
® Matematica computacional,

* Engenharia

* Computagao grafica

Racionais (Q):

Representados como fragao a/b, a e b inteiros;

Irracionais (I):

Tem mantissa infinita sem repeti¢ao (e=2.7218... e T = 3.14, por exemplo)

Mas com representar um numero fracionario computacionalmente?
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Representacao

® Primeiros computadores — Ponto fixo

o Hoje, apenas ponto flutuante; representagF)eS possuem uma mantissas, um

expoente e e uma base b, sendo o valor N dado por

N =(s)xb°

® Antigamente haviam muitos formatos, hoje ha um padrao (IEEE 754)

-




Padrao IEEE 754

® [dem ao padrﬁo internacional IEC-559

® Quatro formatos
Dois fixos (precisao simples, SP e precisao dupla, DP)

Dois variaveis (precisao simples, SE, e dupla , DE, estendidas)

* Diferencgas para formatos anteriores a padronizagao:
® Resultado no meio da faixa, ¢ aproximado;

® Inclui valores especiais:

NaN - Not a number (ex: raiz de negativo);

-00 e +00 - Mais ou menos infinito (ex: -1/0 e +1/0);




Padrao IEEE 754

® Parametros e outros formatos

e (s diferentes formatos e valores para os parémetros que os definem:

formato - precisao simples | precisdo simples | precisao precisao dupla
parametros V¥ (SP) estendida (SE) | dupla (DP) | estendida (DE)
bits de 24 >32 53 >64
precisao (p)
Emax 127 >1023 1023 >16383
Emin -126 <-1022 -1022 <-16382
Polarizacao 127 depende 1023 depende
(bias)
Total de bits 32 variavel, >43, 64 variavel, >79
exatamente <64 exatamente




Padrao IEEE 754

® Uma representagao de racionais

® Formato SP ocupa exatamente 32 bits:

1 bit para sinal da mantissa- s;
Mantissa com 24 bits de precisao, primeiro sempre 1, exceto quando
desnormalizado, onde ¢ 0 (1° bit implicito);

Expoente e de 8 bits, com desvio = 127,

30 2322 0
Forma Geral:
(-1)sx 1.f x 28127

A

®
v
A

L» Fracéo (binario puro) - f

» Sinal da mantissa - s

» Expoente




Padrao IEEE 754 Forma Geral

(-1)sx 1.f x 280

* Exemplos Expoente Original

1) NUmero positivo, maior que zero EQ = ER - Desvio

Desvio do expoente:
31 30 23 22 0 2(#bitsExpRepr - 1)_1]

0 10000001 01000000000000000000000

((-1)x1.01 x 2'29-127),= (+1.01 x 22), = (+5 )4

2) Numero negativo, menor que zero

31 30 23 22 0
101111110 01110000000000000000000

((-1)x 1.0111 x 2126-127), = (- 0.10111), = (-0.71875),,




Padrao IEEE 754

® Valores especiais e desnormalizagao

e Ha 5 casos que definem o valor de niimero em algum formato do padréo

IEEE-754 (exemplo para SP):

1) e=255, 0 v=NaN (not a number)

2) e=255, =0 | v=(-1)° = oo

3) 0<e<255 v=(-1)°x (1.f) x 257+
4) e=0, f£0 v=(-1)°x (0.f) 27+°°
5) e=0, =0 V:(-l)s)( (O) — (Zero)




Padrao IEEE 754

* Valores especiais e desnormalizagao

® O padrao permite a representagao de valores especiais visando tratar excegoes:
Valores infinitos (+00, -00);
Divisao por zero (NaN);

Operagoes para os quais os reais nao sao “fechados”, como raiz quadrada;

® Denormalizagao permite situagoes de “undertlow”

Negative numbers Positive numbers

FFFFFFFF
FF300001
FFE00000
FF?FFFFF
80300000
SO07FFFFF
g0000001
g0000000
aooooooo
Qooooool
O07FFFFF
Q0300000
TFIFFFFF
7FE00000
TFE00001
TFFFFFFF

o0
a
+0
(V4]

-3,40282347e+38
-1,175459435=-38
-1,17549421=-38
-1,401295462—45
1,401295846=—-45
1,17549421=-35
1,17549435=-38
J,40282547e+35

- Zero number

- Denormalized numbers (Formula 2)
- Normalized numbers (Formula 1)

- Infinity

- Not a number (NAN)




Exercicios

* Converter a representagcao que segue para o valor decimal

® 0x3FA00000
® 0xC1980000

® Converter para representacao em ponto flutuante (Single Precision)
® 55
° -2,625
® 9,375x 107

® Usando um padrao de precisao minima de 8 bits onde (sinal = 1bit,
expoente=2bits, fragado=>5bits) defina o valor de:

® Qual o valor decimal de 0x4D

® Como representar -6,625 neste formato?
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Operacoes no padrao IEEE 754

® Operagao de soma

® Requer mantissa de mesmo expoente

Talvez necessite de desnormalizagao, alcangada com o ajuste do expoeten
® Soma da mantissas

® Normalizagao

® Operagao de multiplicagao
® Mais simples que a adigao
® Deve-se multiplicar as mantissas

® Soma-se os expoentes (ER)

Adequagao com a eliminagao de pelo menos um desvio




Multiplicacao no padrao IEEE 754

® Multiplicagao realizada em trées Passos:

° Multiplicar mantissas

Desempacotar o numero da representagao de ponto flutuante

Usar multiplicagao inteira, sem sinal

e Calcular expoente

Lembrar da desvio.

® Arredondamento
Para niimeros grandes pode ser necessario

Multiplicagao pode resultar em aumento de precisao




Multiplicacao, O e precisao

® Se um dos operandos ¢ 0, acelera-se multiplicagao testando:

® Antes
Teste de ambos operandos;
® Depois

Neste caso, cuidado com 0 x 90, resultado deve ser NaN;

° Ao multiplicar inteiros o resultado tera o dobro de bits

* Aplicagdo define o que deve ser aceito
Metade inferior do resultado (Solu¢ao comum)
Todo o resultado

* E com ponto flutuante?

Pode ser preciso aplicar arredondamento




Multiplicacao no padrao IEEE 754

* Exemplo de multiplicagao:

Operando 1:

1 10000010 00000000000000000000000
Operando 2:

-1 x 1.0 x 2130
O 10000011 000000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOO

= 1.0 x 213!

1) Desempacotando -> 1.0 x 1.0 = 1.0

Logo, o resultado tem a forma:

(bs, xor bs,) 22?22?2222 00000000000000000000000

2) Expoente - formula para calculo do expoente:
(exp de representacao (e;te,) ), .=

(exp de representacgao (eq)
de representacgdo(e,) +

+ (exp
(-desvio),,, , ou seja,

10000010 = 130
10000011 = 131
+10000001 =-127
10000110 = 134=ER

-> FO=ER-DESVIO = 7  /



Multiplicacao no padrao IEEE 754

3) arredondamento - precisao ¢ importante:
Casos de arredondamento (em decimal, analogo a binario)

Supondo que a representagao pode ser feita com apenas 3 digitos tem-se

a) 1.23

X ©0.78
8.3394 r=9, 9>5, entdo arredonda p/8.34

b) 2.83

x 4.47

12.6501 r=5, e pelo menos um digito apds
diferente de 0, arredonda p/ 1.27x10?

C) 1.28
x 7.81
09.9968 r=6, 6>5, entdo arredonda p/ 1.00x10?!

em binario, meio da faixa (5 em decimal) ¢ digito 1!

k negrito - digitos significativos; apos, digito arredondador, r.




Multiplicacao no padrao IEEE 754

3) arredondamento (continuagao)
se r ¢ menor que 5 - resultado pronto;
se r ¢ maior que 5 - soma-se 1 ao nimero em negrito;

se arredondador exatamente 5 (em binario, 1) - examinar bits seguintes, at¢ achar
um diferente de 0 ou chegar ao fim:

® tecnica - usa o “bit grudento” (sticky bit), durante a multiplicagao, o OU logico
de todos os bits a partir do bit r;

* Caso 1 - desloca um bit p/ esq;

¢ (Caso 2 - incrementa expoente

Produto (p=6) X0 x1 . x2 x3 x4 x5 g r ssss

Caso 1: x0=0 x1.Xx2x3 x4 x5 ¢ I, sticky .

r sticky .

Caso 2: x0=1 X0 . x1 x2 x3 x4 x5




Multiplicacao no padrao IEEE 754

3) arredondamento (continuagao)
Apos acertar expoente e resultado, pode-se finalmente arredondar:
* se r=0, resultado correto;
* ser=1 e s=1, soma P+1 para arredondamento do produto;
* ser=1 e s=0, exatamente no meio da faixa

o IEEE-754 possui quatro modos de tratamento (trunc, +00, -00, nearest).

® Em resumo
G = bit de guarda (melhora a precisao)
R = bit de arredondamento (ajuda a encontrar valor mais proximo)

S = bit grudento (bits a direita de R)




Adicao no padrao |[EEE 754

Operagao de adigao
® Operagao em ponto flutuante requer dois nimeros de mesma precisao

® Retorna resultado com mesma precisao (p);

Algoritmo ideal
® (Calcula resultado exato e arredonda;
Multiplicagao funciona assim;

® Para soma, existem procedimentos mais efetivos;
Exemplo com niimeros de 6 bits: 1.10011, x 2°¢ 1.10001, x 2°>;

Usando um somador de 6 bits, tem-se:

110011
+0.00001
110101 -




Adicao no padrao |[EEE 754

® Precisao

e Usa-se o “bit de arredondamento” e ”, como na multiplicagao;
1.10011

+0.0000110001

1.101001000 17
® Para somar numeros de p bits 110101

® Um somador de p bits chega

® Deve-se guardar o primeiro bit de arredondamento e o ” correspondente;

* No exemplo, o ¢ 1, e o resultado final tica 1.10101 ;

® Subtragio ¢ similar, se trabalha em complemento de dois;

-




Adicao no padrao |[EEE 754

® Passos para a operagao de adigao

® Sejam dois numeros (a, € a,) a serem somados

Os expoentes € mantissas sao denotados por e€; € s;, respectivamente.

1) See <e,, troque operandos
* Diferenca d dado por (e;-e,) >=0
° O expoente do resultado sera temporariamente igual ae

Pode requerer ajuste ao final da operagao para normalizagao do resultado

2) Se sinais de al e a2 diferem

-

®  Substitua s2 por seu complemento de 2;




3)

Adicao no padrao |[EEE 754

Prepare S2 para a operagao

* Coloque s2 em um registrador de p bits

° Desloque o) registrador p paraa direita d vezes

o Sendod = el-e2

J Dos bits deslocados para fora do registrador, guarde:
0 O ultimo em um flip-flop g (bit de guarda)
0 O penultimo em um flip-flop r (bit de arredondamento)

o O resultado da operagao OU de todos os restantes (stick bit)




Adicao no padrao |[EEE 754

4)  Compute a mantissa preliminar de S dado por (s, + s,)

° Soma deve ocorrer entre s, ¢ 0 registrador de p

o Se (1) Os sinais de a, e a, sao diferentes E (ii) Os expoentes de al e a2 sao iguais E
(iii) O bit mais significativo de S ¢ 1 E (iv) O vai-um ¢ 0, EN TAOS é negativo, logo

0 Substitua S pelo seu complemento de 2

5)  Normalizando S caso necessario

o Se os sinais de al e a2 sao iguais e houve vai-um no passo 4

° Desloque S para a direita 1 bit

o Preenchendo a posigao de mais alta ordem com o vai-um (‘1’).
o Sendo, desloque S a esquerda ate normaliza-lo (encontre o bit fantasma)
o No primeiro deslocamento, preencha o bit inferior com o bit g, a seguir com 0Os

K 0 A cada deslocamento, ajuste o expoente do resultado.




e

6)

Adicao no padrao |[EEE 754

Ajuste o bit de arredondamento e o

Se S foi deslocado a direita no passo 5, entdo antes de deslocar faga
< bit de guarda OR bit de arredondamento OR

Bit de arredondamento €= bit de mais baixa ordem de S (bit de guarda)

Se nao houve deslocamento, entdo faca
< bit de arredondamento OR

Bit de arredondamento € bit de guarda

Se houve um tnico deslocamento a esquerda, entao

Nao mude o bit de arredondamento nem o

Se houve dois ou mais deslocamentos, entao

Faca bit de arredondamento <0e <0




Adicao no padrao |[EEE 754

7)  Arredonde S usando as regras de arredondamento.
. Se o arredondamento causar vai-um, desloque S a direita e ajuste o expoente.

8)  Compute o sinal do resultado.

Se a, e a, tém o mesmo sinal, entdo sinal do resultado ¢ o mesmo al
Se a; e a, possuem sinais diferentes, entao

e O sinal depende de qual dos valores dentre a, e a, ¢ negativo

A tabela abaixo resume os casos

Troca (pl) | Complemento (P4) Sinal(al) Sinal(a2) Sinal(resultado)
Sim - + - -
Sim - - + +
Nao Nao + - +
Nao Nao - + -
Nao Sim + - -
\ Nao Sim - + +




Adicao no padrao |[EEE 754

* Exemplo

-

Cenario
Dado al = (+1.001 * 22)
Dado a2 = (+1.111 * 2Y)

Fazer (al + a2)

Passo 1:
e, <e,,logo trocaal com a2
Calcula a diferenga absoluta entre os expoentes: (d=2)

Expoente inicial igual ao expoente com maior valor (exp=0)

Passo 2:

Sinais iguais, logo nao faz o complemento de 2 de s,.

Passo 3:

Desloca s, (1.001 apos a troca) a direita dois bits gerando 5,=0.010, g=0, r=1, s=0

/




Adicao no padrao |[EEE 754

* Exemplo (Continuagao)
® Passo 4:
1.111 4+ 0.010 = (1)0.001 $=0.001 com vai-um=1

® Passo 5:

Como houve vai-um desloca S a direita, S=1.000, e ajusta-se o expoente exp=exp+1, exp=1

® Passo 6: atualiza g,r,s
r(bit de mais baixa ordem da soma)=1,s=g ORr OR, ousejas =0 OR 1 OR 0 =1

® Passo 7: arredonda

r=1le s=1, entdo arredonda para cima S=S+1, S=1.001

Passo 8: calcula o sinal

Ambos sinais positivos, entdo resultado ¢ positivo.




Exercicio

® Realize aS SOImas que seguem

® Considere valores representados em 5 bits

(+1.0010%
(+1.1010%*
(+1.1000%*
(-1.1000%*
(-1.0010%*

2123 ) 4+ (+1.1000%2126 )
2124 ) + (+1.1010%212% )
2122 ) + (-1.0100%212 )
2129 ) 1 (+1.0100%212° )
2129 ) 4+ (-1.1000%2126 )




